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КАНОНИЧЕСКИЕ СВЯЗНОСТИ НА ТРЕХМЕРНЫХ СИММЕТРИЧЕСКИХ  
ПРОСТРАНСТВАХ РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП ЛИ 
Цель работы – классификация трехмерных симметрических однородных пространств, до-
пускающих нормальную связность, описание всех инвариантных аффинных связностей на таких 
пространствах вместе с их тензорами кривизны и кручения, канонических связностей и естест-
венных связностей без кручения. Также исследованы алгебры голономии однородных про-
странств и найдено, когда связность нормальна. Рассмотрены пространства, на которых дейст-
вует разрешимая группа преобразований. Локальная классификация однородных пространств 
эквивалентна описанию эффективных пар алгебр Ли. Исследования основаны на использовании 
свойств алгебр Ли, групп Ли и однородных пространств и носят главным образом локальный 
характер. Особенностью методов, представленных в работе, является применение чисто алгеб-
раического подхода, а также сочетание различных методов дифференциальной геометрии, тео-
рии групп и алгебр Ли и теории однородных пространств. 
Ключевые слова: каноническая связность, группа преобразований, симметрическое про-
странство, алгебра голономии.  
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CANONICAL CONNECTIONS  
ON THREE-DIMENSIONAL SYMMETRIC SPACES SOLVABLE LIE GROUPS  
The purpose of the work is the classification of three-dimensional symmetric homogeneous spaces, 
admitting a normal connection, description of all invariant affine connections on those spaces together 
with their curvature and torsion tensors, canonical connections and natural torsion-free connections. We 
study the holonomy algebras of homogeneous spaces and findout when the invariant connection is 
normal. We concerned the case, when Lie group of transformations is solvable. The local classification 
of homogeneous spaces is equivalent to the description of the effective pairs of Lie algebras. Studies 
are based on the use of properties of the Lie algebras, Lie groups and homogeneous spaces and they 
mainly have local character. The peculiarity of techniques presented in the work is the application of 
purely algebraic approach, as well as the combination of methods of differential geometry, the theory of 
Lie groups and algebras and the theory of homogeneous spaces. 
Key words: canonical connection, transformation group, symmetric space, holonomy algebra. 
Введение. Симметрическое пространство 
в смысле Э. Картана – это пространство аф-
финной связности без кручения, тензор кри-
визны которого сохраняется при параллель-
ном перенесении. Примерами симметриче-
ских пространств могут служить пространства 
постоянной кривизны, классические области в 
комплексном аффинном пространстве и т. д.  
В работе изучаются симметрические про-
странства с разрешимой группой преобразо-
ваний, их исследование существенно затруд-
нено тем, что, в отличие от полупростых 
групп, не разработана теория их классифика-
ции, а сама классификация является громозд-
кой и трудоемкой. Понятие нормальной связ-
ности ввел Э. Картан для риманова многооб-
разия (см. [1]), в [2] можно ознакомиться с 
понятием канонической связности и естест-
венной связности без кручения.  
Основные определения. Пусть M  – диф-
ференцируемое многообразие, на котором 
транзитивно действует группа ,G  ( , )M G  – 
однородное пространство, = xG G  – стабилиза-тор произвольной точки .x M∈  Проблема клас-
сификации однородных пространств ( , )M G  
равносильна классификации (с точностью до 
эквивалентности) пар групп Ли ( , ),G G  где 
,G G⊂  так как M  может быть отождествлено 
с многообразием левых смежных классов /G G  
(см., например, [3]). Изучая однородные прост-
ранства, важно рассматривать не саму груп- 
пу ,G  а ее образ в ( ),Diff M  т. е. достаточно 
изучать только эффективные действия груп-
пы G  на многообразии .M  Пусть g  – алгебра 
Ли группы Ли ,G  а g  – подалгебра, соответст-
вующая подгруппе G.  Пара ( gg, ) алгебр Ли 
называется эффективной, если подалгебра g  
не содержит отличных от нуля идеалов .g  
Изотропное действие группы G  на касатель-
ном пространстве xT M  – это фактор-действие присоединенного действия G  на :g  
gg ++ ))((=).( xAdsxs  для всех , ∈∈ xGs g . 
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При этом алгебра g  действует на gg /=MTx  следующим образом:  
[ ] gg ++ yxyx ,=).(  для всех ., gg ∈∈ yx  
Пара ( gg, ) называется изотропно-точной, 
если точно изотропное представление .g  Это 
означает, что естественное действие стабилиза-
тора ,xG  x M∈  на xT M  имеет нулевое ядро. Необходимое условие существования аффин-
ной связности состоит в том, что представление 
изотропии для G  должно быть точным, если 
G  эффективна на /G G  [2]. Там, где это не бу-
дет вызывать разночтения, будем отождеств-
лять подпространство, дополнительное к g  в 
,g  и фактор-пространство ggm /= . Аффинной 
связностью на паре ),( gg  называется такое 
отображение ),(: mglg→Λ  что его ограниче-
ние на g  – изотропное представление подал-
гебры, а все отображение является g -инва-
риантным. Инвариантные аффинные связно-
сти на однородном пространстве ( , )M G  на-
ходятся во взаимно однозначном соответствии 
(см., например, [4]) с аффинными связностями 
на паре ).,( gg  Говорят, что многообразие М с 
аффинной связностью является аффинным 
симметрическим, если для каждого х∈М сим-
метрия sx может быть продолжена до глобаль-ного аффинного преобразования для М.  
На каждом связном аффинном симметриче-
ском пространстве группа аффинных преобра-
зований транзитивна, т. е. аффинное симмет-
рическое пространство М может быть пред-
ставлено как однородное пространство G / G. 
Более того, поскольку M = G / G редуктивно  
(а G  транзитивна), для классификации сим-
метрических пространств достаточно рассмат-
ривать только изотропно-точные пространства. 
Таким образом, симметрическое пространство 
есть тройка ( ,G  G, σ), состоящая из связной 
группы Ли ,G  замкнутой подгруппы G для G  
и инволютивного автоморфизма σ для G  тако-
го, что σ(g) = so◦g◦so–1 для g∈ ,G  где so – сим-метрия для М в o. Пусть ,,( gg σ) – симметриче-
ская алгебра Ли. Поскольку σ инволютивно, то 
его собственными значениями являются 1 и –1, 
а g  – собственное подпространство для 1. 
Пусть m  – собственное подпространство для –1. 
Разложение g  = g+m  называется каноническим 
разложением для ,,( gg σ). Если g  = g+m –  
каноническое разложение симметрической ал-
гебры Ли ,,( gg σ), то 
[ g , g ] ⊂ ,g  [ g ,m ] ⊂ ,m  [m ,m ] ⊂ .g  
Поскольку тензоры кривизны и кручения ин-
вариантны относительно действия группы Ли ,G  
то они однозначно определяются тензорами на 
касательном пространстве к многообразию, 
причем эти тензоры инвариантны относительно 
изотропного действия. Тензор кручения 
)(12 mInvTT ∈  и тензор кривизны )(13 mInvTR∈  имеют вид  
[ ]







mmmmm   
для всех ., g∈yx  
Односвязное многообразие М с аффинной 
связностью такой, что Т = R∇  = 0, порождает 
симметрическое пространство ( ,G  G, σ) такое, 
что M = G / G. Верно и обратное, если ( ,G  G, σ) – 
симметрическое пространство, то однородное 
пространство G / G допускает инвариантную 
аффинную связность с Т = R∇  = 0.  
Инвариантная связность, определяемая ра-
венством ,0=Λ m  называется канонической связностью для ( ,G  G, σ) или G / G (относи-
тельно разложения ),mgg +=  ее также назы-
вают канонической связностью второго рода. 
Поскольку для симметрического пространства 
[m ,m ] ⊂ ,g  то каноническая связность совпа-
дает с естественной связностью без кручения 
(единственной инвариантной аффинной связ-
ностью без кручения, имеющей те же геодези-
ческие, что и каноническая связность: 
;,,],[2/1)( mmm ∈=Λ yxyxyx  ее также назы-вают канонической связностью первого рода), и 
мы имеем Т = R∇  = 0. Если ( ,G  G, σ) – симмет-
рическое пространство, то каноническая связ-
ность есть единственная аффинная связность на 
М = G / G, которая инвариантна при действии 
симметрий для М. 
Переформулируем теорему Вана об алгеб-
ре группы голономии инвариантной связно-
сти: алгебра Ли группы голономии инвариант-
ной связности )(3,: glg→Λ  на паре ),( gg  – 
это подалгебра алгебры Ли )(3, gl  вида 
,]]),([),([]),([ +ΛΛ+Λ+ VVV ggg  где V  – 
подпространство, порожденное множеством  
}.,|]),([)](),({[ g∈Λ−ΛΛ yxyxyx  
Положим a, равной подалгебре в ,)(3,gl  по-
рожденной }.|)({ g∈Λ xx  Первоначально алгеб-
ра a  была введена в римановом случае Б. Кос-
тантом и использовалась А. Лихнеровичем и  
Г. Ваном в более общей ситуации. Если *h  – ал-
гебра Ли группы голономии, то ),( ** hah ⊂⊂  
где )( *hN  – нормализатор *h  в .)(3,gl  Будем 
говорить, что связность нормальна, если .=* ah  
Классификация симметрических про-
странств. Будем описывать пару ),( gg  при по-
мощи таблицы умножения .g  Через }...,,{ 1 nee  обозначим базис g  dim=(n ).g  Будем пола-
гать, что g  порождается 1 3, ..., ne e − , а 
1 2 2 1 3{ , , }n n nu e u e u e− −= = =  – базис .m  Для ну-мерации подалгебр используем запись . ,d n  
для нумерации пар – . . ,d n m  соответствующие 
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приведенным в [5], здесь d  – размерность подал-
гебры, n  – номер подалгебры в )(3,gl , а m  – 
номер пары ).,( gg  Будем описывать связность 
через образы базисных векторов 1( ),uΛ  2( ),uΛ  
3( ),uΛ  тензор кривизны R  – через 1 2( , ),R u u  
1 3( , ),R u u  2 3( , ),R u u  а тензор кручения T  – че-рез 1 2( , ),T u u  1 3( , ),T u u  2 3( , ).T u u   Теорема. Все трехмерные симметрические 
однородные пространства, допускающие нор-
мальную связность, такие, что g  и g  разре-
шимы, а 1,dim >g  локально имеют следую-
щий вид:  
2.9.1 e1 e2 u1 u2 u3 
e1 0 2e2  u1 0 −u3 
e2 −2e2 0 0 0 u1 
u1 −u1 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 
u3 u3 −u1 0 0 0 
 
 
2.9.5, 2.9.6 e1 e2 u1 u2 u3  
e1 0 e2 u1 0 0  
e2 −e2 0 0 0 u1 α ≥ 0
u1 −u1 0 0 0 ±e2  
u2 0 0 0 0 αu2  
u3 0 −u1 e2 −αu2 0  
 
 
2.17.2, 2.17.3 e1 e2 u1 u2 u3 
e1 0 0 0 0 u1 
e2 0 0 0 0 u2 
u1 0 0 0 0 ±e1 
u2 0 0 0 0 αe2 
u3 −u1 −u2 e1 −αe2 0 
 
 
2.21.1 e1 e2  u1 u2 u3 
e1 0 e2 u1 0 −u3 
e2 −e2 0 0 u1 u2 
u1 −u1 0 0 0 0 
u2 0 −u1 0 0 0 
u3 u3 −u2 0 0 0 
 
 
Пара Совпадает с 2.17.2, за исключением
2.17.4 1 3 1 2
2 3 1 2
[ , ] ,
[ , ] , 0
u u e e
u u e e
= α −
= + α α ≥
 
2.17.6, 
2.17.7 1 3 1 2 3 1 2
[ , ] ,  [ , ]u u e u u e e= ± = +  
Для получения этого результата из изотропно-
точных пар выбираем симметрические, т. е. для 
которых существует следующее разложение 
,mgg +=  [ g ,m ] ⊂ ,m  [m,m ] ⊂ .g  В теореме 
выписаны именно такие пары, причем с кано-
ническим разложением. 
Действительно, пусть g  – подалгебра алгеб-
ры Ли )(3,gl  такая, что пара ),( gg  допускает 
нормальную связность, g  и g  разрешимы, а 
1.dim >g  Тогда g  сопряжена одной и только 
одной из следующих подалгебр [6]:  













Здесь предполагается, что переменные обозна-
чены латинскими буквами и принадлежат . 
Для каждой такой подалгебры найдем изо-
тропно-точные пары. Рассмотрим, например, 


























λ ee  
Через h  обозначим нильпотентную подал-








































1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 3 3
1 3 1 1 2 2 1 1 2 2 3 3
2 3 1 1 2 2 1 1 2 2 3 3
[ , ] = ,
[ , ] = ,
[ , ] = .
u u a e a e u u u
u u b e b e u u u
u u c e c e u u u
+ + α + α + α
+ + β + β + β
+ + γ + γ + γ
 
Пусть {0,1 / 2,2}, (1 ).μ∉ λ ≠ ± − μ  Проверим 
тождество Якоби для троек ( , , ), =1,2,i j ke u u i  
1 < 3,j k≤ ≤  и 1 2 3( , , ):u u u  
1. 1 1 2 1 2 1 2 1 1[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] = 0,e u u u u e u e u+ +  
2 2 1 1 2 2 3 3 1 2(1 ) ( 1)[ , ] = 0,a e u u u u u−μ + α + λα +μα − λ +
11. ( 1) = 0,aλ +  22. ( ) = 0,aμ + λ 13. = 0,λα  
24. = 0,α  35. = 0,α  
2. 2 1 2 1 2 2 2 2 1[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] = 0,e u u u u e u e u+ +  
1 2( 1) = 0,a eμ −  16. ( 1) = 0,aμ −  
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3. 1 1 3 1 3 1 3 1 1[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] = 0,e u u u u e u e u+ +  
2 2 1 1 2 2 3 3 1 3(1 ) ( 1)[ , ] = 0,b e u u u u u−μ +β + λβ + μβ − μ +  
17. ( 1) = 0,bμ +  28. = 0,b  19.  = 0,β  
210. ( 1) = 0,λ − μ − β  311. = 0,β  
4. 2 1 3 1 3 2 3 2 1[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] = 0,e u u u u e u e u+ +  
1 2( 1) = 0,b eμ −  112. = 0,b  
5. 1 2 3 2 3 1 3 1 2[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] = 0,e u u u u e u e u+ +  
2 2 1 1 2 2 3 3 2 3(1 ) ( )[ , ] = 0,c e u u u u u−μ + γ + λγ +μγ − λ +μ  
113. ( ) = 0,cλ + μ  214.  (1 2 ) = 0,c− λ − μ  
115. = 0,γ  216. = 0,γ  317. = 0,λγ  
6. 2 2 3 2 3 2 3 2 2[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] = 0,e u u u u e u e u+ +  
1 2 3 1 2 2 1 1 1 1( 1) = 0,c e u a e a e uμ − + γ + + + α  
118. = 0,a  2 119. ( 1) = 0,a c+ μ −  3 120. = 0,γ + α  
7. 1 2 3 2 3 1 3 1 2[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] = 0,u u u u u u u u u+ +  
1 1 3 2 2 2 1 1 2 2 = 0,c e u a u u− + γ β − − α β  1 221. = 0,c a+  
2 3 122.  ( ) = 0.β γ − α  
Рассмотрим следующие случаи: 
1. = 0.λ  0.= 1.1. 1α  Тогда пара ),( gg  экви-валентна тривиальной паре ).,( 11 gg  










и, в случае ,1=μ  пара ),( gg  эквивалентна три-
виальной паре при помощи отображения 












2.  = 1 .λ + μ  22.1.  = 0.β  Тогда пара ),( gg  тривиальна. 
0. 2.2. 2 ≠β  Тогда пара ),( gg  эквивалент- на паре ),( 22 gg  посредством отображения 










.21 ,1 3. μ−≠λμ+≠λ  Тогда пара ),( gg  три-
виальна. Аналогично рассматриваются осталь-
ные случаи. 
Пусть in  – максимальный нильпотентный идеал алгебры Ли .ig  Заметим, что 4=dim 1n  и 
{0}=1
3nC , 4=dim 2n  и {0},23 ≠nC  3=dim in  для = 4, , 7i .  Отсюда следует, что пары 
),( ii gg  для 7,4,= i  не эквивалентны триви-альной паре ),( 11 gg  и паре ,),( 22 gg  а пары 
),( 11 gg  и ),( 22 gg  не эквивалентны между со-
бой. Пары 2.9.4–2.9.7 также не эквивалентны 
друг другу. Таким образом, любая пара ),( gg  
типа 2.9 при λ = 0, μ = 0, –1 эквивалентна одной 
и только одной из пар 2.9.1, 2.9.2, 2.9.4–2.9.7. 
При этом симметрическое пространство задают 
только пары 2.9.1, 2.9.5 (α = 0), 2.9.6 (α = 0). 
Другие случаи рассматриваются аналогично. 
Описание связностей. Для найденных пар 
выписываем аффинные связности, тензоры кри-
визны и кручения, алгебры голономии, нахо-
дим канонические связности, а также естест-
венные связности без кручения.  
Рассмотрим, например, пару 2.9.1 при λ = 0, 
μ = –1. Тогда прямыми вычислениями получа-




0 0 0 0
0 0 , 0 0 ,














−   
 
Тензор кривизны – 
1,2 2,2 1,1 1,2








0 2 0 ,
0 0
p q q p





−   
 −   
− 
2,3 1,1 2,2 2,3




p q q p





а тензор кручения –  
( ) ( ) ( )1,2 1,1 2,3 1,1 1,2,0,0 , 0,2 ,0 , 0,0, ,p q p q p− −  
связность является нормальной при 1,2 0,p ≠  
2,3 0,p ≠  2,2 1,1= 2 ,q q−  тогда алгебра голономии – 
)(3,sl . 
Рассмотрим пару 2.21.1. При λ = 0 аффин-





0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 ,

















12  Êàíîíè÷åñêèå ñâÿçíîñòè íà òðåõìåðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï Ëè 











0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 ,









   
−               
  
−   
− 
 
тензор кручения –  
( ) ( ) ( )1,2 1,2 1,22 ,0,0 , 0,2 ,0 , 0,0,2 ,p p p  










     
− 
 


















      
, 
1,1 1,3 1,3
2,3 1,1 1,3 2,3 2,3
1,1 1,30 0
r q r
p r p q r
r p
 − 
− + −   + 
, 
связность нормальна при 0,a ≠  1,3 1,1= =p r  








      
 
У перечисленных ниже пар связность такая 
же, как в случае 2.17.2:  
Пара Аффинная связность нормальна при 
2.17.3 0,a ≠  1,3 1,1 2,3 2,3 1,3= = = = = 0p r p q q  
2.17.4 1,3 1,1 2,3 2,3 1,3= = = = = 0p r p q q  
2.17.6 1,3 1,1 2,3 2,3 1,3= = = = = 0p r p q q  
2.17.7 1,3 1,1 2,3 2,3 1,3= = = = = 0p r p q q  
Аналогично у указанных пар алгебра голоно-
мии такая же, как и в случае 2.17.2. 
Аффинные связности на остальных про-
странствах имеют следующий вид: 







0 0 0 , 0 ,















    + 
 
Тензоры кривизны и кручения на симмет-
рических пространствах: 
Пара Тензор кривизны 
2.9.5
12 22 11 12 12 230
0 0 0
0 0 0
p q q p p q−     
, 
2
12 22 13 12 11 12 12 23 130 1
0 0 0 ,
0 0 0
p r p p r p p r p + − + −    
11
12 23 22





p q aq A
q p p q p q aq
−  
−  
− − − 
,
22 23 23 11 23 13 22 23 23 11 23A q r q r q p r q r q aq= + + − − −
2.9.6
12 22 11 12 12 230
0 0 0
0 0 0
p q q p p q−     
, 
2
12 22 13 12 11 12 12 23 130 1
0 0 0 ,
0 0 0









p q aq A
q p p q p q aq
−  
−  
− − − 
22 23 23 11 23 13 22 23 23 11 23A q r q r q p r q r q aq= + + − − −
Пара Тензор кручения 
2.9.5, 
2.9.6
12 11 13 11
23 22 11 12
( ,0,0), ( ,0,0),
(0, , )
p q p r




Связность является канонической, если 
1( )uΛ = 2( )uΛ = 3( )uΛ = 0. Выпишем, при каких условиях связность имеет те же геодезические, 
что и каноническая, и когда связность является 
естественной связностью без кручения: 
Пара Связность имеет те же геодезические, что и каноническая 
2.9.1 q11 = –p12, q22 = 0 
2.9.5, 
α = 0 
q11 = –p12, r11 = –p13, r22 = –q23,  
q22 = r23 = 0 
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2.9.6, 
α = 0 
q11 = –p12, r11 = –p13, r22 = –q23,  
q22 = r23 = 0 
2.17.2– 
2.17.4 
r11 = –p13, r13 = r23 = 0 
2.17.6 r11 = –p13, r13 = r23 = 0 
2.17.7 r11 = –p13, r13 = r23 = 0 
2.21.1 p12 – любое 
Пара Естественная связность без кручения 
2.9.1 p12 = 0, p23 = 0, q11 = 0, q22 = 0 
2.9.5, 
α = 0 
p12 = p13 = q11 = q22 = q23 =  
= r11 = r22 = r23 = 0 
2.9.6, 
α = 0 
p12 = p13 = q11 = q22 = q23 =  
= r11 = r22 = r23 = 0 
2.17.2–
2.17.4 
p13 = p23 = q13 = q23 =  
= r11 = r13 = r23 = 0 
2.17.6 p13 = p23 = q13 = q23 = r11 = r13 = r23 = 0 
2.17.7 p13 = p23 = q13 = q23 = r11 = r13 = r23 = 0 
2.21.1 p12 = 0 
Заключение. Таким образом, найдены ин-
вариантные аффинные связности на трехмер-
ных симметрических однородных пространст-
вах с разрешимой группой преобразований 
вместе с их тензорами кривизны и кручения, 
алгебрами голономии, выписаны канонические 
связности, а также естественные связности без 
кручения. Полученные результаты могут быть 
использованы при исследовании многообразий, 
при изучении пространств с аффинной связно-
стью, а также могут найти приложения в тео-
рии относительности, которая с математиче-
ской точки зрения базируется на геометрии ис-
кривленных пространств, в ядерной физике, 
физике элементарных частиц и др. 
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